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MA THEMA TICS 
EIN EINHEITLICHES VERFAHREN ZUR DEFINITION VON 
ABSOLUT- UND BEDINGT-KONVERGENTEN INTEGRALEN. IVbis 
VON 
J. RIDDER 
(Communicated at the meeting of March 27, 1965) 
Die Annahmen tiber (]) und T sind dieselben wie in IV. 
§ 25. Definition. 1st CA die charakteristische Funktion einer Teil-
menge A von io io (a, b; c, d), so sei das allgemeine aufjere T-Mafj von A, 
,ua,T(A), gleich dem oberen allgemeinen Riemann-Integral von CA in 
bezug auf T tiber io: 
und das allgemeine innere T-Mafj von A, ,ut,T(A), gleich dem inneren all-
gemeinen Riemann-Integral von CA in bezug auf T tiber io: 
,ut,T(A)= ito CA dT. 
Existiert fio CA dT, so definiere es das allgemeine T-Mafj von A, ,uT(A). 
Aus Definition und Theorem 25 folgt das 
Korollar: a) Aus A ~ io folgt ,ut,T(A)=T(io)-,ua,T(io-A); b) Not-
wendig und hinreichend zur Existenz des allgemeinen T-MaBes ,uT(A) 
einer Teilmenge A von io ist die Gleichheit der allgemeinen auBeren und 
inneren T -MaBe von A. 
Satz. Aus A C B ~ io folgt 
,ua,T(A) ~,ua,T(B), 
also auch 
T(io) - ,ua,T(A) ~T(io) - !la,T(B) oder ,ut,T(io -A) ~,ui,T(io - B). 
Satz. Aus A ~ i o, mit ma,T(A) das auBere Lebesgue-Stieltjessche 
T-MaB, folgt 
(69) ,ua,T(A)~ma,T(A), 
wodurch auch 
,ut,T(A) ~ mt,T(A), 
mit mi,T(A) das innere Lebesgue-Stieltjessche T-MaB von A. 
Beweis. Zu positivem 8 gibt es eine offene Teilmenge Q von io mit 
Nach § 24, E. ist 
Also: 
woraus (69) folgt. 
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{IT(Q) = mT(Q). 
{la,T(A) ~{lT(Q) <ma,T(A) + e, 
Korollar. Jede im Lebesgue-Stieltjesschen Sinne T-meBbare Teil-
menge A von io hat auch ein allgemeines T-MaB; dabei ist 
00 
Theorem 30. Aus A = ! An ~ io folgt 
00 
{la,T(A) ~ ! {la,T(An). 
n-l 
Beweis. Es genugt den Fall von disjunkten Mengen An zu betrachten. 
Bei willkurlich positivem r; gibt es zu jeder charakteristischen Funktion 
CAn eine Riemann-Klasse Illn[io] mit 
(70) JioCAndT={la,T(An)~F[o] [CAn; {Illn [io];T}]<{la,T(An)+r;/2n. 
Wir bemerken, daB F[o] [CAn; {Illn [io]; T}] sich nicht andert bei will-
kurlicher Anderung der Umgebungen in Illn [io] der Punkte von io-An. 
Nun sei III [io] eine Riemann-Klasse, welche fur die Punkte von Al 
dieselben Umgebungen wie in Illl [io] hat, fur die Punkte von A2 dieselben 
Umgebungen wie in 1112 [io], allgemein fur die Punkte von An dieselben 
Umgebungen wie in Illn [io]; die Umgebungen in III [io] fur die Punkte 
von To - A seien willkurlich gewahlt. 
Nach den Definitionen von § 21 und dieses Par. ist dann 
Unter den Werten von F[CA; {Ill [ioJ; T}] gibt es einen speziellen mit 
Fsp. [CA; {Ill [ioJ; T}] ist eine Summe von endlich vielen Gliedern. Dieses 
mit dem Zusammenhang von III [io] mit den Illn [io], und (70) gibt: 
(72) Fsp. [CA; {Ill [io];T}]<[{la,T(A1 )+r;/2]+ ... + 
00 
+[{la,T(An)+r;/2n]+ ... = ! {la,T(An)+r;. 
n-l 
Aus (71) und (72) folgt, mit r; -+ 0, die gesuchte Relation. 
§ 25bis• Definition.* Bei Existenz der nachfolgenden oberen und 
unteren Integrale in bezug auf G und igi seien da8 obere und untere 
63) Dies ist somit fUr den a-Korper der nach Borel me13baren Teilmengen von io 
immer der Fall fur jede zu Sf (§ 20) gehorende Mengenfunktion. 
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allgemeine Riemann-Integral von t in bezug aut cI> uber io definiert durch: 
Iio t dcI> = Iio t dG - riO t dlgl 
bzw. 
iio t dcI>= iio t dG- Iio t dlgl· 
The 0 rem 25 * . N otwendig und hinreichend zur Existenz von Sto t dcI> 
[Def. d, § 20biS ] ist die Existenz eines gemeinsamen Wertes von Iio t dcI> 
und £to t dcI>. 
Definition *. Das allgemeine aufJere cI>-MafJ von A ~ io sei definiert 
durch: 
,ua,.p(A) = ,ua,G(A) - ,ui,lgl (A), 
und das allgemeine innere cI>-M afJ von A durch: 
,ut,.p(A) = ,ui,G(A) - ,ua,lgl (A); 
daneben das allgemeine cI>-MafJ durch: 
,u.p(A) = ,uG(A) - ,ulgl (A). 
Korollar*. a) Aus A ~ io folgt ,ui,.p(A)=cI> [io] -,ua,.p (io-A); b) Not-
wendig und hinreichend zur Existenz des allgemeinen cI>-MaBes ,u.p(A) 
einer Teilmenge A von io ist die Gleichheit der auBeren und inneren 
cI>-MaBe von A. 
Das letzte Korollar von § 25 laBt sich erweitern zu: 
Korollar *. Jede im Lebesgue-Stieltjesschen Sinne cI>-meBbare Teil-
menge A von io hat auch ein allgemeines cI>-MaB; dabei gilt fur diese MaBe: 
00 
Theorem 30*. Aus A = ~ An ~ io folgt 
00 
,ua,.p(A) ~ ~ ,ua,.p(An). 
n~l 
§ 26. Hilfssatz. 1° die oberen Grenzen F[o] [CA; {m: [io]; T}] von F 
bilden eine nach oben semi-additive 64) Intervallfunktion fur die Teil-
intervalle von io; dabei geht die Riemann-Klasse m: [i] fur i C io aus 
einer fest gewahlten Riemann-Klasse m: [io] fur io (§ 20) dadurch hervor, 
daB jedem (x, y) E i in m: [i] die Umgebung i((x, y)) ·i, mit i((x, y)) Em: [ioJ 
zugewiesen wird, wahrend die Umgebungen der Punkte von i-i will-
kurlich zu wahlen sind; 
2° bei m: [ioJ (und m: [i]) wie unter 1°, und einer Umgebung u = u((x, y)) 
eines Punktes (x, y) E io, mit u((x, y)) C io und C i((x, y)) Em: [io], ist 
64) D.h. bei Zerlegung von io in endlich viele Intervalle i(j) ist Fro) fur io ~ die 
Summe der Werte von Fro) fUr die i(j). 
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CA(X, y).T[u]~F[o] rCA; {IX [u]; T}], wobei das Gleichheitszeichen immer 
auftritt bei (x, y) E A ; 
3° /-la,T [A· i] - It CA dT ist eine beschrankt additive Intervallfunktion. 
Die Behauptungen folgen aus den Definitionen von F[o] und /-la,T. 
Theorem 31. Aus Al C A2 C ... CAn C ... mit lim An=A ~ io folgt 
lim /-la,T(A n) = /-la,T(A). 
n---;.-oo 
Beweis. Zu jeder Menge An und 'Y) > 0 gibt es eine Riemann-Klasse 
IXn rio] mit 
O~F[o] [CAn; {IXn rio]; T}]-/-la,T(An) <'Y)/2n. 
Wie oben unter 1° die IntervaUfunktion F[o] [CA; {IX [i]; T}], HiBt sich 
hier eine Intervallfunktion F[o] [CAn; {IXn [i]; T}] bilden. N ach obigem 
Hilfssatz ist dann cpn(i) = F[o] [CAn; {IXn [i]; T}]-/-la,T [An·i] eine nach 
oben semi-additive, nichtnegative Intervallfunktion. Zu jedem Punkt 
(x, y) E An gibt es in IXn rio] eine zugehi::irige Umgebung in((x, y)). Nach 
dem Hilfssatz, 2° ist dann fur jede Umgebung u = u((x, y)) C in((x, y))·io: 
(73) CAn (X, y).T[u]=F[o] [CAn; {IXn [U]; T}]=/-la,T [An,u]+cpn [U]~ 
00 
~ lim /-la,T [Aj"u] + L cPj [u]. 
1-->00 i~ 1 
Nun machen wir folgende Riemann-Klasse IX rio] aus den IXn [io]: 
1 ° fur (x, y) E Al sei i((x, y)) - iI((x, y)) E IXI rio]; 
2° fur (x, y) E A2 - Al sei i((x, y)) = i2( (x, y)) E IX2 [io]; 
allgemein: 
kO fur (x, y) E Ak-Ak- I sei i((x, y)) = ik((x, y)) E IXk rio], 
wahrend die Wahl von i((x, y)) (~io) fur x E io-A willkurlich sei. 
Aus den Definitionen von /-la,T(A) und F[o] rCA; {IX [io];T}] folgt: 
/-la,T(A)~F[o] rCA; {IX rio]; T}], 
auBerdem daB es eine endliche Summe mit Gliedern der Gestalt 
CAn (X, y) .T[u(x, y)] wie in (73) gibt, welche weniger als 'Y) von 
F[o] rCA; {IX rio]; T}] abweicht. Mit (73), der beschrankten Additivitat 
von lim /-la,T(Aj"i) und der (beschrankten) Semi-Additivitat nach oben 
;-).00 00 
der Intervallfunktion L cPj folgt dadurch weiter: 
i~l 
00 
/-la,T(A)~F[o] rCA; {IX rio]; T}]<'Y) + lim /-la,T [Aj"io] + L cPj [io] < 
;--:roo ;=1 
<'Y)+ lim /-la,T(A j ) +'Y). 
'Y) -+ 0 liefert: j~oo 
/-la,T(A) ~ lim /-la,T(A j ). 
1-).00 
Die umgekehrte Ungleichheit ist evident. 
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Theorem 31 *. Aus Al C A2 C ... CAn C ... mit lim An=A ~ io folgt: 
lim ,ua,<t>(An) = ,ua,<t>(A). 
n-+oo 
Theorem 32. Aus I endlich in io und ,ua,T [A(("" 0)] = 0 fur die 
zugehOrige Teilmenge von io folgt fur jede zu K (§ 20) gehOrende Teil-
menge H von io die Existenz von i H I dT, mit Wert Null. 
Bemerkung. Mit Theorem 26 folgt somit, daB fur endliche Funk-
tionen, welche "'" 0 sind auf Teilmengen von io vom T-MaBe Null, und 
liegend auf Parallelen zur x- oder y-Achse, die 1ntegraldefinitionen C 
(§ 20) und c' (§ 22) zum selben Resultat fuhren. 
Beweis von Theorem 32. Wegen Theorem 27 genugt es den Fall 
zu betrachten, in welchem die Werte von I"", 0 aIle positiv sind. Auf der 
TeiImenge An von io, in deren Punkten n-1</:;;,n ist (n=l, 2, 3, ... ), 
sei In(x, y) = I(x, y); in den Punkten von io-An sei In(x, y) = O. Die 
00 
Mengen An sind dann disjunkt, mit A(f"",O)= I An, und ,ua,T(An) =0. 
n=l 
Bei wiIlkurIich positivem 'Y) gibt es zu jeder charakteristischen Funktion 
CAn eine Riemann-Klasse Illn Cia] mit 
(74) 0:;;, IiO In dT:;;, IiO n· CAn dT = n· ,ua,T(An) = 
=O:;;,F[o][n·CAn; {Illn Cia]; T}]<0+'Y)/2n. 
Wir bemerken, daB F[o] [n·CAn ; {Illn [io]; T}] sich nicht andert bei will-
kurIicher Anderung der Umgebungen in Illn Cia] der Punkte von io-An. 
Nun sei III Cia] eine Riemann-Klasse, welche fur die Punkte von Al 
dieselben Umgebungen wie in Illi Cia] hat, fur die Punkte von A2 dieselben 
Umgebungen wie in 1112 [io], allgemein fur die Punkte von An dieselben 
Umgebungen wie in Illn [io]; die Umgebungen in III Cia] fur die Punkte 
von io - A (f "'" 0) und fur die Randpunkte von io seien willkurlich gewahlt. 
GemaB der Definition von § 21 laBt sich F[o] [h; {Ill [io]; T}] bilden 
fur die auf io definierte Funktion h, gleich n in den Punkten von 
An (n=l, 2, ... ) und gleich 0 in den Punkten von io-A(f"",O) (somit 
~I in allen Punkten von io). Unter den Werten von F [; {Ill Cia]; T}] 
gibt es einen speziellen Wert Fsp. [h; {Ill [io] ; T}], welcher F [0] [h; III [io]; T}] 
beliebig genau annahert. Nun ist Fsp. eine Summe von endlich vielen 
Gliedern. Dies mit dem Zusammenhang von III Cia] und den Illn [io], und 
(74) liefem: 
O:;;,Fsp. [h; {Ill Cia]; T}] < i ;2 + ... + in + ... = 'Y), 
wodurch 
Definition cbiS. 1st I endlichwertig auf io-A, mit ,ua,T(A)=O, so 
betrachten wir iio I dT als existierend, falls die Funktion 10, = I auf 
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io-A, und mit willktirlichen endlichen Werten auf A, ein T-Integral hat. 
Ein gleiches Verfahren HiBt sich dann auf jede Menge von K (§ 20) 
anwenden. 
Aus Theorem 32 folgt dann, daB der Integralwert immer unabhangig 
von der Wahl der endlichen Werte von 10 auf A ist. Auch liefert 
Theorem 32 die 
Folgerung: Sind 1 und g einander gleich bis auf eine Menge B, mit 
fla,T(B) = 0, und existiert, gemaB letzter Definition, entweder Sio 1 dT 
oder Sio g dT, so existieren beide, und haben denselben Wert. io HiBt 
sich hier durch jede Menge von K ersetzen. 
Dies bleibt wahr, bei fla,T(B) = 0, falls allgemeine @-Integrale betrachtet 
werden gemaB 
Definition dbis• Hat 1 tiber H EK allgemeine G- und Igl-Integrale 
gemaB Def. CbiS , so sei 
Auch haben wir als Verallgemeinerung von Theorem 32 das 
Theorem 32bis• Aus 1 endlich oder unendlich, und fla,T [A(r~O)]=O 
ffir die zugehOrige Teilmenge von io folgt ftir jede zu K (§ 20) gehOrige 
Teilmenge H van io: 
Denn aus fla,T [A(r~ 0)] = 0 folgt ebenfalls 
fla,G [A(r~O)]=fla"g, [A(f#O)]=O. 
§ 27. Theorem 33 (im Sinne von B. LEVI). 1st ftir die nicht-negativen, 
tiber io allgemein T-integrierbaren Funktionen I(n) einer nicht-abnehmenden 
Folge die Funktion g eine endlichwertige Majorante, welche ebenfalls ein 
allgemeines R. Integral in bezug auf T tiber io hat, so gilt dasselbe ffir 
die (endlichwertige) Grenzfunktion I(x, y) = lim I(n)(x, y), wobei dann: 
n-->oo 
(75) SiO 1 dT = lim Sio I(n) dT. 
n-->oo 
Beweis. Aus der Existenz der Integrale SiO I(n) dT folgt (nach § 20) 
zu positivem 'YJ die Existenz von Riemann-Klassen m(1) rio] ~ m(2) rio] ~ 
~ ... ~ m(n) rio] ~ ... zu 1(1) bzw. 1(2) ••• bzw. I(n) ... , und T, mit 
(76) F[o] [f(n); {m(n) rio]; T}]-F[u] [f(n); {m(n) rio]; T}]<'YJ/2n. 
Die zugehOrigen Intervallfunktionen F[o] [f(n); {m(n) [i]; T}]-F[u][f(n); 
{m(n) [i]; T}], mit i ~ io, sind ~O und nach oben semi-additiv (vergl. 
den Hilfssatz von § 26); dabei gehen die m(n) [i] aus den m(n) rio] in 
derselben Weise hervor wie die m[i] aus m rio] in § 26, Hilfssatz, 1°. Bei 
25 Series A 
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i((x, y)) E W(n) [i] und jeder Umgebung von (x, y), u = u((x, y)) ~ i((x, y)) ist 
(77) Ju I(n) dT-/(n)(x, y)·T[u]~F[o] [f(n); {W(n) [u]; T}]-
-F[u] [f(n); }W(n) [u]; T}]. 
Aus 
JiO I(n) dT ~ Jio l(n+1) dT ~ Jio g dT 
folgt die Existenz einer naturlichen Zahl y mit 
(78) O~ lim Jio I(n) dT- JiO I(n) dT<'fj, fiir n~y. 
n~oo 
Jede Differenz lim Ji I(n) dT - Ji I(n) dT ist auf io eine nicht-negative 
~oo 
additive Intervalfunktion. 
Zu jedem (x, y) E io gibt es ein n(x, y) ~ y mit 
(79) I(x, y) - I(n)(x, y) < 'fj, fur n ~ n(x, y). 
Nun machen wir eine Riemann-Klasse W rio] dadurch daB jedem (x, y) E io 
die gleiche Umgebung i((y, y)) wie in der Klasse W(n(x,y» rio] zugewiesen 
wird (Umgebungen von Randpunkten von io willkurlich). Dann ist nach 
(79) und (77) fur jedes Intervall u = u((x, y)) mit (x, y) E U ~ i((x, y)) 
[E i rio]]: 
(80) l(x,y).T[u]<{/(n(x,Y»(x,y)+'fj}·T[u]~ 65)'fj.T[u]+ Jul(n(x,Y»dT+ 
+ [F[o] [f(n(x,y»; {W(n(x,y» [u]; T}]-
-F[u] [/(n(x,y»; {W(n(x,y» [u]; T}]~ 
00 
~'fj·T[u]+ lim Ju/(n)dT+ 1 [F[o] [f(n); {W(n) [u];T}]-F[u] [ ... ]], 
n-i"'OO 11=1 
bzw. 
(81) I(x, y).T[u]~/(n(x,y»(x, y).T[u]~ 
~Ju I(n(x,y» dT- [F[o] [f(n(x,y»; {W(n(x,y» [u]; T}]-F[u] [ ... ]]~ 
~ lim J u I(n) dT - { lim J u I(n) dT - J u 1('1') dT}-
n-+OO 00 ~CX) 
- 1 [F[o] [f(n); {W(n) [u]; T}]-F[u] [ ... ]]. 
Wegen (78) und (76) ist 
[lim Jio/(n) dT-Jio/(v) dT] +'fj·T[io] + 
n~oo 00 
1 [F[o] [f(n); {W(n) rio]; T}]-F[u] [ ... ]]<'fj' [2+T[io]]. 
n-l . 
Dadurch folgt, mit den Definitionen von § 20, aus (80) und (81) und 
der Semi-Additivitat nach oben der unmittelbar unterhalb (76) genannten 
Intervallfunktionen, unter Anwendung der Riemann-Klasse N rio], die 
Existenz von Jio 1 dT und die Gleichheit (75). 
65) Sowohl j(n(x,v»(x, y) 'T[u] wie J .. j(n(x,y» dT liegen auf dem Segment mit 
Endpunkten Flo] [f(n(z,y»; {2(n(x,y» [u]; T}] und Flu] [ ... ]. 
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Korollar. In jedem Intervall io ist das allgemeine T-MaB der allgemein 
00 
T-meBbaren Teilmengen (§ 25) total-additiv. D.h. aus A = L An ~ i o, 
Ai·Aj=O (i=Fj), jedes An allgemein T-meBbar folgt, daB auch A all-
00 
gemein T-meBbar ist, mit /-IT(A) = L /-IT(An). 
Beweis. Man wende an: § 23, Theorem 27; § 25, Def.; das obige 
Theorem 33. Auch Theorem 31 gibt einen Beweis. 
Eine leichte Verallgemeinerung von Theorem 33 ist das 
Theorem 33bis (im Sinne von B. LEVI). 1st ftir die nicht-negativen, 
tiber io allgemein T-integrierbaren Funktionen In einer nicht-abnehmenden 
Folge lim fto In dT endlich, so ist auch I(x, y) = lim In(x, y) endlich, 
~oo n.-?oo 
und zwar in den Punkten von io-A, wobei /-la,T(A)=O; auBerdem 
existiert fto I dT, und ist gleich lim fto In dT. 
n-+oo 
Beweis. Wir setzen hier die Definition Cbis von § 26 voraus. Mit 
der Folgerung von § 26 und Theorem 31 folgt, daB die Integralwerte der 
In sich nicht andern, falls man in den Punkten, in welchen von einem 
bestimmten Indexwerte an die In = + = sind, allen Funktionen In den 
Wert Null zuerteilt. 
Die Menge A, in deren Punkten 1= += ist, hat ein allgemeines T-MaB 
Null. Denn sonst ware ftir jede nattirliche Zahl N, nach Theorem 31, 
O</-la,T [A(f==)]~/-la,T [A(f>N)]= lim /-la,T [A(fn>N)], 
n-+oo 
wahrend doch auch 
(endlich=) lim fto In dT;;;;. lim N'/-la,T [A(fn>N)] 
n-700 fi,-)oOO 
sein mtiBte. 
Auch in den Punkten von A wird jeder In der Wert Null gegeben, 
ohne daB dadurch die Integralwerte sich andern. 
Von hier an konnen wir den Beweis von Theorem 33 folgen; die not-
wendigen Anderungen liegen auf der Hand, und lief ern die weiteren 
Behauptungen von Theorem 33bis• 
§ 27bis• Theorem 34. Aus Ij;;;;'O in io (j= 1,2) und der Existenz der 
allgemeinen Riemann-Integrale in bezug auf T dieser Funktionen folgt 
diese Integrierbarkeit auch ftir g = sup (fl, /2). 
Beweis. Man darf die Ij endlichwertig voraussetzen. Nach § 20 gibt 
es, bei rJ>O, zu II und 12 eine gemeinsame Riemann-Klasse ~ rio] und 
mehrwertige Riemann-Summen F[fj; {~ [io]; T}] mit 
(82) F[o] [fj; {~[io]; T}]-F[u] [fi; {~[io]; T}]<rJ (j= 1,2). 
Aus i((x, y)) E ~ rio], U - u((x, y)) Umgebung von (x, y) mit u((x, y)) ~ 
~ i((x, y)) und ~ i o, und ~ [u] - ~ [u(x, y)] gemaB dem Verfahren in 
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§ 26, Hilfssatz, 10 aus 2r rio] hervorgehend, folgt 
Ilj(x, y) ·T[u] - S u Ij dTI ~ F[o] [/j; {2r [u]; T}] - F[u] [/j; {2r [u]; Tn 
wodurch 
2 
g(x, y)·T[u]~sup (fu h dT, Su /2 dT)+ ! (F[o]-F[u]) [/j; {2r [u]; Tn 
i=l 
und 
2 
g(x, y).T[u]~sup (fu h dT, Su 12 dT)- ! (F[o]-F[u]) [It; {2r [u]; T}], 
i=l 
also, bei k[u(x, y)] = sup (fu h dT, Su 12 dT), 
2 
(83) Ig(x,y)·T[u]-k[u]l~ ! (F[o]-F[u]) [/j; {2r [u];T}]. 
i=l 
Ftir die bei einer 2r' [io]-Zerlegung (§ 20, Def. a) zugelassenen Zer-
legungsintervalle u/ sind die zugehorigen Sum men ! k[u/] immer kleiner 
m 
als oder gleich S'lo h dT + Sio 12 dT, wie aus Ij ~ ° (j = 1, 2) und der Additivitiit 
ihrer Integrale hervorgeht; I [k; {2r' [io]; T}] sei die obere Grenze aller 
dieser Summen. Wird 2r' rio] verfeinert, so ist dabei I [k; {2r' rio]; T}] 
nicht-zunehmend. I sei ihre untere Grenze. Nun gibt es bei dem ge-
wiihlten rJ, T und k eine Riemann-Klasse N rio], ftir die die N [io]-Zer-
legungen von io (§ 20, Def. a) mit zugehorigen (offenen) Intervallen ill, 
zu Summen ! k[ill] mit 
(84) 
ftihren. 
(l) 
O~obere Grenze aller ! k[ill]-I<rJ 
(!) 
Bei 2r rio] ~ 2r rio] und ~ N rio] folgt aus (82) bis (84): 
IF[g; {2r rio]; T}]-II < 3rJ. 
Also existiert das T-Integral von g, und hat den Wert I. 
Korollar. Sind die Teilmengen El und E2 von io allgemein T-meBbar, 
so gilt dasselbe von El +E2 • - Mit dem Korollar des vorigen Par. und 
Theorem 27 folgt dadurch, daf3 die allgemein T-mef3baren Teilmengen 
von io einen a-K6rper sr (io; T) bilden, aul welckem das T-Maf3 nickt-
negativ, endlick und total-additiv, und uberdies vollstandig ist. Fur die 
M engen von sr (io; T) ist das @-Maf3 im allgemeinen von zweierlei Zeicken, 
daneben total-additiv und endlick. 
§ 28. Theorem 35. Aus g, In (n= 1,2, ... ) allgemein T-integrierbar 
tiber io, und g~/n in den Punkten von io folgt (untere Grenze oder) inf In 
allgemein T-integrierbar, mit 
Sto inf In(X, y) dT ~ inf S'IO In dT. 
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Beweis. Man darf die In und g endlichwertig voraussetzen. Mit 
v 
Theorem 34 folgt aus -In+g+ .L [fn-g]~O und der T-Integrierbarkeit 
"~1 
der In und g dasselbe fiir inf In(x, y) (y eine natiirliche Zahl). Also 
1;;>,,;;>. 
ist h(x, y)- inf In(x, y) ~ ° und ~ h(x, y)-g(x, y), und nicht-ab-
1;;>,,;;>v 
nehmend bei zunehmendem y, auBerdem allgemein T-integrierbar, woraus 
nach Theorem 33 folgt: 
SiO lim inf In(x, y) dT = lim Sio inf In(x, y) dT ~ Sio I;,(x, y) dT 
v~oo l~n~v v-+oo l~n~v 
(ii eine natiirliche Zahl) , 
also auch 
SiO inf In(x, y) dT~inf Sio I;,(x, y) dT. 
Theorem 36 (im Sinne von FATOU und LEBESGUE). a) Aus 
g, In (n= 1,2, ... ) allgemein T-integrierbar iiber i o, lim inf Sio In dT 
,,-+00 
endlich, und g~/n in den Punkten von io folgt lim inf In allgemein 
T-integrierbar, mit 
(85) SiO lim inf In(x, y) dT ~lim inf SiO In dT. 
n-+oo n-+oo 
b) Bei go, In (n= 1,2, ... ) allgemein T-integrierbar iiber io, und ifni ~go 
in den Punkten von io folgt lim inf In und lim sup In allgemein T-
integrierbar, mit 
SiO lim inf In(x, y) dT~lim inf Sio In(x, y) dT~lim sup Sio In(x, y) dT~ 
~ Sio lim sup In(x, y) dT. 
Existiert auBerdem lim In(x, y) in den Punkten von io, so ist 
Sto lim In(x, y) dT=lim Sio In(x, y) dT. 
Beweis. Es geniigt (85) zu beweisen. 
Anwendung des Theorems 35 liefert: 
SiO inf In(x, y) dT ~ inf Sio In(x, y) dT. 
n~v n~v 
inf In(x, y) ist nicht-abnehmend bei y --+ 00, wahrend der Grenzwert 
n~v 
lim Sto inf In(x, y) dT existiert, und ~ lim inf Sio In(x, y)dT = lim inf 
"-+00 n~v 1'-+00 n~v n-+oo 
Sio In(x, y) dT, daneben ~ Sio g dT, somit endlich ist. 
Anwendung von Theorem 33bis auf die Folge der inf In(x, y)-g(x, y) 
,,;;';v 
liefert die Existenz eines endlichen Grenzwertes I(x, y) = lim inf In(x, y) = 
v-+oo n~v 
lim inf In(x, y) in den Punkten von io-A, wobei ,ua,T(A)=O, mit 
,,-+00 
SiO I dT= lim Sio inf In(x, y) dT~ lim inf Sio In(x, y) dT. 
~oo fl.;;;;" n-+oo 
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§ 29. Definition. Eine auf einer Menge A Est' (io; T) (§ 27biS) defi-
nierte Funktion I heiBt allgemein T-mefJbar aul A, wenn fiir beliebiges 
endliches a die Teilmenge A(f>a) ein allgemeines T-MaB hat. 
Aus dieser Definition und den Eigenschaften des allgemeinen T-MaBes 
(insbes. dem Korollar von § 27biS) lassen sich in bekannter Weise 66) die 
nachfolgenden Theoreme 37 bis 39 mit Korollar ableiten. 
Theorem 37. 1st I(x, y)=c in den Punkten einer Menge A Est' (io; T), 
so ist I allgemein T-meBbar in A (c endlich oder += oder -=). 
Definition. Eine auf einer Menge A ~ io definierte Funktion I heiBt 
Treppenlunktion, wenn A in endlich viele Mengen Aj (j = 1, ... , k) E Ko 
(§ 20) zedegt werden kann, auf deren jeder I konstant ist (dann ist 
auch A EK). 
Korollar. Eine Treppenfunktion ist allgemein T-meBbar auf ihrer 
Definitionsmenge. 
Theorem 38. lund g seien endlich und allgemein T-meBbar auf 
A Est' (io; T). Dann ist jede der Funktionen l+g,l-g, j-g allgemein 
T-meBbar auf A, und, bei g =1= 0, auch fig. 
Theorem 39. Die In (n= 1,2, ... ) seien allgemein T-meBbar auf 
A Est' (io; T). Existiert in den Punkten von A, eine Teilmenge H mit 
f1T(H) = 0 ausgenommen, I(x, y) = lim In(x, y), so ist I allgemein T-meBbar 
,.....,.00 
auf A; dabei lege man I in den Punkten von H willkiirliche Werte bei. 
Theorem 40. Hat die Funktion I ein Lebesgue-Stieltjes Integral uber 
io in bezug aul das allgemeine T-MafJ f1T (§ 27b1S, Korollar), so hat sie ein 
allgemeines Riemann-Integral uber io in bezug aul T, mit 
(86) 
Spezialfall. Bei I(x, y) LS-integrierbar in bezug auf das gewohnliche 
zu T gehorende LS-MaB mT behalt die Behauptung von Theorem 40 
selbstverstandlich ihre Giiltigkeit. 
Beweis des Theorems. Wegen Theorem 27 und Def. Cbls (nebst 
Folgerung) geniigt es I ~ 0 und endlich in io vorauszusetzen. 
1st in den Punkten von io 0 ~ I < n, so ist die Funktion Ik' welche in 
den Punkten jeder Teilmenge A (gk· n ~ 1< j;k 1 . n) - AU!k von io (n, k 
natiirliche Zahlen; j = 0, 1, ... , 2k -1) gleich lk ist, sowohl LS-integrierbar 
in bezug auf f1T wie allgemein Riemann-integrierbar in bezug auf T, mit 
2Ll j Sio (LS) /k d f1T = i~ 2k . n . f1T [AU!k] = (§§ 21, 25) Sio /k dT, 
woraus mit Theorem 36, b) und k -->- = (86) fiir diesen Fall folgt. 
66) Vergl. etwa I. R. NATANSON, Theorie der Funktionen einer reellen Ver-
anderlichen, 1954, S.88-93. 
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Bei f;so, jedoch nicht beschrankt, liiBt sich die Funktion fn bilden, 
welche fur die Punkte, in denen o~f<n ist, mit f zusammenfallt, und 
gleich n ist in den ubrigen Punkten von io. Nach dem vorigen Absatz 
ist dann 
woraus, mit Theorem 33biS , bei n ~ ex:> (86) auch fur den allgemeinen 
Fall folgt. 
Das allgemeine Riemann-Integral in bezug auf T, mit T E Sf (§ 20), umfaf3t 
somit, neben nicht notwendig absolut konvergenten Integralen vom in § 24, 
C angegebenen Typus, und neben den Riemann-Stieltjesschen Integralen in 
bezug auf T oder (was bekanntlich auf dasselbe hinauslauft) in bezug auf 
das zugehorige Jordansche T-Maf3 (§ 24, A, B), auch die Lebesgue-
Stieltjesschen I ntegrale in bezug auf das geiVohnliche Lebesgue-Stieltjessche 
T-Maf3 mT in Rn (n= 1,2, ... ). 
Mit der Definition dbis (§ 26) und Theorem 40 folgt: 
Theorem 40bis • Mit ljJ beschriinkt additiv im Sinne von § 20 folgt aus 
der Existenz des LS-Integrals einer Funktion f in bezug auf das allgemeine 
ljJ-Maf3 f1tp - f1G-f1,g, 67) die Existenz des allgemeinen Riemann-Integrals 
in bezug auf ljJ, mit 
Sto (LS) f df1tp = Sto f dljJ. 
Spezialfall. Bei f LS-integrierbar in bezug auf das gewohnliche, 
zu ljJ gehOrende LS-MaB mtp mG-m,g, behalt die Behauptung von 
Theorem 40biS , mit f1tp ersetzt durch mtp, ihre Gultigkeit. 
67) Vergleiche FuJ3n. 25 in Teil lIbis• 
